Лабораторная работа № 1

Решение алгебраических и трансцендентных уравнений

Методические указания

При нахождении корней уравнения f(x)=0 необходимо:

· определить количество корней и интервалы их расположения - отделение корней;

· вычислить приближённое значение требуемых корней;

· вычислить значения корней с требуемой точностью.

Отделение корней

Определение количества и местоположения корней можно осуществить аналитическим, графическим и машинным способом.

При аналитическом способе используют теоремы алгебры и свойства функций для определения области расположения корней.

Пример: Найти количество и области расположения корней уравнения 3x2 – cos(x) = 0. Функция 3x2 является четной, изменяется от нуля при x=0 до бесконечности при |x|((. Функция cos(x) чётная, знакопеременная, изменяется от 1 при x=0 до 0 при x = (/2. Поэтому уравнение имеет два симметрично расположенных корня в интервале 0<x< (/2.

При графическом способе строят график функции y=f(x) и определяют абсциссы точек пересечения этой функции с  осью x. Задачу можно упростить, если уравнение f(x)=0 представить в виде f1(x)=f2(x), где f1, f2 более простые функции, чем f(x). Построив графики f1(x), f2(x) найдем корни уравнения, являющиеся абсциссами точек пересечения графиков.
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Пример: найти количество и области расположения корней уравнения 
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. Уравнение можно представить 
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. Графики функций имеют вид 

Отсюда видно, что исследуемое уравнение имеет бесконечное число корней, находящихся в интервалах 


-2k>x2k-1 >- 2k


-2k> x2k >- 2k где k = 1,2,3 …

В машинном способе отделения корней уравнения вычисляют значения функции y=f(x) в ряде точек x1,x2,…,xn с заданным интервалом между точками. При каждом вычислении проверяют условие f(xi)(f(xi+1)Если оно выполняется, то на этом интервале находится нечётное число корней, в частности один. Этот способ наиболее приемлем для реализации на ЭВМ.

Вычисление корней

Метод деления отрезка пополам

 Осуществив отделение корней, получим интервал [a,b], на котором находится корень уравнения f(x)=0. Вычислим середину этого отрезка c=(a+b)/2 и проверим условие f(a) ( f(c) Если оно выполняется, то корень находится на интервале [a,c], если нет, то на  интервале [c,b]. Выполняя аналогичные действия с отрезком, где находится корень, получим новый, меньший интервал, содержащий этот корень. Вычисления осуществляют до тех пор, пока длина этого интервала станет меньше заданного либо модуль значения функции y=f(x) в середине интервала меньше заданного . Метод позволяет находить корни для любых функций, в  том числе и недифференцируемых.

Метод Ньютона

 Основан на замене участка функции y=f(x) в области нахождения корня уравнения f(x)=0 касательной к ней линейной функцией. Корень линейного уравнения принимается за приближенное значение корня уравнения f(x) =0. Для начала вычислений необходимо задать приближенное значение корня x0, удовлетворяющего условию сходимости вычислительного процесса 
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. Уравнение прямой линии получают разложением исследуемой функции в ряд Тейлора с удержанием линейных членов 
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. Приравнивая нулю значение функции в точке корня xn+1 получим выражение для вычисления нового приближенного значения корня xn+1= xn -- f(xn)/f((xn).

Вычисления осуществляются до тех пор, пока не выполнится условие |f(xn+1)|<(.

Метод секущих
При использовании метода Ньютона может возникнуть трудность с вычислением f( (xn) для сложной функции. В этом случае используют численный метод вычисления производной 

f( (xn)=[ f(xn+() -- f(xn -- ()]/(2(),

где задаваемый интервал варьирования. Значение корня вычисляют по той же формуле, что и в методе Ньютона.

Метод хорд
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В этом методе, как и в методе Ньютона, заменяют участок функции в области нахождения корня прямой линией, только проходящей через две точки, соответствующие концам интервала, содержащего корень (рис.2).
Уравнение прямой линии 
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а приближённое значение корня
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Полученное xn и a или  b берут за  новые значения интервала, содержащего корень. Выбор точек a или b осуществляют при выполнении условия f(xn+1)f(()<0, где a,b. Вычисления прекращают при  
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Метод простых итераций
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Представим уравнение f(x)=0 эквивалентным ему  уравнением x= (x). Сделать это можно, например, записав исходное уравнение в виде x=x+f(x), т.е  (x)= x+f(x). Подставив в правую часть уравнения некоторое значение xn  , вычислим его новое приближённое значение по формуле xn+1 = (xn), n=0,1,2,…, в общем отличающееся от xn. Если xn+1 стремится к некоторому пределу xk , то он является корнем исходного уравнения. Найдём условие сходимости процесса вычислений. Разность между точным значением и очередным приближением равна xn+1 – xk =((xn)- ((xk) ( ((x(()(xn -- xk), где лежит между xn  и xk. Отсюда следует, что для того,  чтобы разность xn+1  – xk  была меньше xn  – xk  величина ((x(() должна быть меньше единицы. В этом случае | xn+1  – xk | убывает не медленнее геометрической прогрессии со знаменателем q, где |((x| q < 1. Для того, чтобы этот метод можно было применять для функций, у которых |((x|>1, представим исходное уравнение в  виде x=x+xf(x), где xзнакопостоянная на рассматриваемом интервале функция. В частном случае x=const. Тогда  расчетный алгоритм имеет вид xn+1=xn+xnf(xn). Выбрав таким, чтобы выполнялось условие сходимости, можно найти корни исходного уравнения. Геометрическая интерпретация данного метода представлена на рис.3.

Пример: Найти корни уравнения 
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методом простой итерации.
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Найдем число корней и интервалы, где они находятся. Для этого построим график 
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 (рис.4).
Из графиков видно, что уравнение имеет два корня, находящиеся в интервалах 1<x1<5, 5<x2<10. Преобразуем исходное уравнение к  виду x= x+ lnx–(x-5)2), где некоторое число. Вычислим производную по x правой части преобразованного уравнения
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Найдем , удовлетворяющее условию
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Так как x1,x2 больше нуля, то этому неравенству эквивалентна система неравенств
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Из первого неравенства системы имеем  


[image: image15.wmf]0

)

10

2

(1

2

<

+

-

x

x

l

.

Корни уравнения 
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равны x1=5.098; x2=-0.075. На интервале первого корня [1;5] функция 
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  поэтому имеем первое условие <0. На интервале второго корня [5;10] функция 
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 , поэтому для второго корня >0. 

Рассмотрим второе неравенство системы. Преобразуем его 
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Так как на интервале [1;5] функция 
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В точке x=1 выражение
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 равно –0.2222, а в точке x=5 равно –10, знак на этом интервале не меняет. Поэтому получается  >–0.2222. Таким образом, для первого интервала для устойчивой сходимости в интервале начальных значений x0 [1;5] имеем  –0.22220. На интервале [5,1;10] функция 
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. В точке x=5,1 функция 
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 равна 510, а в точке x=10 равна 0.20202. Поэтому для второго корня для устойчивой 

Рис.5. Области устойчивого решения

сходимости в интервале начальных значений x0 [5,1…10] имеем 00.2222. На рис.5 показано влияние величины параметра на число итераций при вычислении первого и второго корня.

Результаты решения уравнения x= x+ lnx–(x-5)2)
	Значение  
	Начальные 

Значения корня
	Число итераций
	Значение корня

	-0.75
	4
	84
	3.84053

	-0.5
	4
	6
	3.84012

	-0.2
	4
	8
	3.8406

	-0.1
	4
	14
	3.84273

	-0.05
	4
	24
	3.8463

	0.05
	9
	38
	6.36651

	0.1
	9
	20
	6.36279

	0.2
	9
	8
	6.3593

	0.3
	9
	9
	6.35995

	0.373
	9
	14
	6.36016


Варианты заданий

	Вар. №
	Вычислить значение корня уравнения методом
	Провести исследование

	
	Ньютона
	

	1
	(x2+1)/(x-4)-(x2-1)/(x+3)=23
	Точности и числа итераций метода Ньютона и метода секущих

	2
	3(x+1/x2)-7(1+1/x)=0
	-//-//-

	3
	(x2+6)/(x2-4)=5x/(4-x2)
	-//-//-

	4
	x3+4x=10cosx
	-//-//-

	5
	-4x2+x=lnx2
	-//-//-

	6
	0.2x3+x2=15e-x
	-//-//-

	
	Хорд
	

	7
	tgx-x2+x-10=0
	Точности и числа итераций метода хорд и метода половинного деления

	8
	(x4+2x)1/2=cosx+5
	-//-//-

	9
	(2x2+x+1)1/3=5e-x
	-//-//-

	10
	0.1x3+x2+1=7e-x^2
	-//-//-

	11
	5cos2x=e0. 5x
	-//-//-

	12
	2sin(x2-0.5)=x3
	-//-//-

	
	Секущих
	

	13
	7x2+x-3=xsinx
	Влияние величины вариации аргумента при вычислении производной в методе секущих на точность счёта и число итераций

	14
	2cos2x=(x-2)3
	-//-//-

	15
	(x-2)cos2x=(x-10) 2
	-//-//-

	16
	x3+xsin(x+1)+2=0
	-//-//-

	17
	x2lnx+20sinx+1=0
	-//-//-

	18
	(x2+5)1/3-3x2+1=0
	-//-//-

	
	Итераций
	

	19
	x3-7x2+27x-29=0
	Влияние параметра ( в методе итераций на точность счёта и число итераций

	20
	excosx=2
	-//-//-

	21
	tgx=1/x
	-//-//-

	22
	x3+ex=0
	-//-//-

	23
	(x5+x2+3)1/3sinx=5
	-//-//-

	24
	ctg(x-1)-ln(0.5x)=0
	-//-//-

	25
	e-x^2+5+sinx=0
	-//-//-
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